INTERNATIONAL CONFERENCE ON TEACHING, EDUCATION AND NEW LEARNING TECHNOLOGIES” 2023/2

INTEGRAL TENGSIZLIKLAR

Javohir Iskandarov G*ofur o‘g‘li
Mirzo Ulug‘bek nomidagi Ozbekiston Milliy universiteti

E-mail: iskandarovjavokhir@gmail.com

Annotatsiya: Bu magolada olimpiada masalalari va ko‘plab muhim masalalarni
hal gilishda ko‘p go‘llaniladigan tengsizliklarni o‘rganamiz. Oldin ba’zi xossa va
teoremalarni beramiz, keyin esa asosiy tengsizliklarni va ularni misollarda ganday
go‘llashni ko‘rib chigamiz.

Kalit so‘zlar: Koshi-Shvarz tengsizligi, Minkovskiy tengsizligi,Gyolder
tengsizligi,Chebishhev tengsizligi.

INTEGRAL INEQUALITIES

Abstract: In this article, we will study inequalities that are often used to solve
olympiad problems and many important problems. First, we give some properties and
theorems, and then we look a basic, important inequalities and how to use them in
examples.

Key words: Cauchy-Schwarz inequality, Minkowski’s inequality, Hoélder’s

inequality, Chebyshev’s inequality.

Xossa 1. f:[a,b] = R funksiya Riman ma’nosida integrallanuvchi va nomanfiy
funksiya bo‘lsin. U holda, fff(t)dt > 0 tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. (tenglik fagat va
fagat f=0 b’lganda bajariladi.)
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Teorema. Agar f,g:[a,b] » R funksiyalar uchun, f < g bo‘lsa, u holda
[7f®de < [ g(t)dt tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. ( Isboti yugoridagi izhohdan
osongina kelib chigadi)

Xossa 2. Agar f(x) funksiya [a;b] oraligda integrallanuvchi bo‘lsa, u holda

|f (x)| funksiya ham shu oraligda integrallanuvchi bo‘ladi va

|f £ Go)dx| < f71f (0)ldx tengsizlik orinli bo*ladi.

Torema (O‘rta giymat hagidagi teorema): f:[a,b] = R uzluksiz funksiya va

g:la,b] = R nomanfiy integrallanuvchi funsiya bo‘lsin. U holda, shunday
¢ € [a, b] mavjudki, fff(x)g(x)dx = f(c) f(fg(x)dx
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Teorema(Chegaranlaganlik). Agar f:[a;b] - R funksiya integrallanuvchi

bo‘lsa, u holda f — chegaralangan, |f| integrallanuvchi va |ﬁf:f(t)dt|s

L PlF@)ldt < (SUIF ()] boladi
Lemma. Agar f' — [a; b] da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda

0 <= [IIf (Oldx-|-= [7 f)dx| <=2 221f'(x)|  tengsizlik  orinli

3 asxsb
bo‘ladi.
Lemma. Faraz gilaylik f- [a;b] da uzluksiz differensiallanuvchi funksiya va

f(a) = f(b) = 0 bo‘lsin. U holda
e lf (O] < =2 [71f'(0)ldt - tengsizlik o*rinli bo*ladi.
Maxsus tengsizliklar

Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi.

Agar f(x) va g(x) funksiyalar [a; b] oraliqda integrallanuvchi bo‘lsa, u holda
ushbu f(x) —ag(x) (a — ixtiyotiy o‘zgarmas son) funksiya ham [a; b] oraliqda
integrallanuvchi va

ff(f(x) — ag(x))zdx >0 tengsizlik ofrinli bo‘ladi (bu funksiyalarning

kvadratlari ham integrallanuvchi).

" I
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Demak, ixtiyoriy o‘zgarmas a son uchun

b b b
azj gz(x)dx—ZaJ f(x)g(x)dx+] f?(x)dx =0

tengsizlik o°rinli bo‘ladi. Bu tengsizlikning chap tomonidagi ifoda a ga nisbatan
kvadrat uchhad bo‘lib, u « ning barcha haqiqiy qiymatlarida manfiy emas. Demak, bu

kvadrat uchhadning diskriminanti musbat emas, ya’ni

(f;f(X)g(X)dX)2 - fffz(x)dx ff g%(x)dx <0

Natijada,
b b
S\/J fz(x)dx\/f g% (x)dx

tengsizlikka kelamiz. Bu tengsizlik Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi deb ataladi.

b
| reoge ax

Example 1. Faraz qilaylik, f: [a; b] = R uzluksiz funksiya uchun folf(x)dx =1
va [ xf(x)dx =1 tengliklar orinli bo‘lsin. U holda, [, f2(x)dx > 4 tengsizlik
o‘rinli ekanligini isbotlang.

Isbot: Bu tengsizlikni isbotlash uchun Koshi-Shvarz tengsizligidan foydalana

oloshimiz ko‘rinib turibdi va berilgan shartlardan foydalanib g(x) funksiya

ko‘rinishini tanlab olib bu funksiyani topamiz: [ f2(x)dx [, g?(x)dx =

(folf(x)g(x)dx)2 = [g(x) = ax + b deb tanlab olishimiz mumkin] = (a+
b)? (masala shartidan shunga kelamiz) (%)

Endi f(x)~g(x) deb olsak, u holda:

{ fol(ax + b)dx =1

B sistemaga kelamiz va bundan
fo x(ax +b)dx =1

a

~+b=1

2 _ a==6 z -
{g_l_g _q => {b — larni topamiz.
3 2
Bundan esa,
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J, g%()dx = [, (6x — 2)?dx = 4 ni hosil gilamiz.

Yugoridagi () dan 4 [ f2(x)dx 216 => [ f(x)dx>4 bo‘ladi.
Isbotlandi.

Example 2 . f:[0; 1] - R uzluksiz hosilali differensiallanuvchi funksiya bo‘lib,
J, f(x)dx =1 va [ xf(x)dx = 1 bolsin. U holda [ (f'(x))2dx > 30 tengsizlik
o‘rinli ekanligini isbotlang.

Isbot: Bu tengsizlikni ham Koshi-Shvarz tengsizligidan foydalanib isbotlay
olamiz ( buni masala shartidan va isbotlashimiz kerak bo‘lgan tengsizlikka garab ko‘ra

olamiz)

() dx [ g?Godx = ([ gof (dx) = (Fg@)lb -
Jy 9/ CfGdx)” = [4050 90 =
[t e e = @ borladi. ()

! 1 1 1 a
2042 — ) 2dx = (= — =+ =) = —
joa(x x)“dx a(5 5 3) 30

(*) dan gfol(f’(x))zdx >a? => fol(f’(x))zdx > 30 hosil gilamiz.

Isbotlandi.
Example 3. f:[0; 1] — R uzluksiz differensiallanuvchi funksiya bo‘lib, f(0) =
f(1) = 0 bo‘lsin. U holda,

2
[, (f'(0))2dx > 12 (folf(x)dx) tengsizlikni isbotlang.
Isbot: Xuddi yuqoridagi misollar kabi Koshi-Shvarz tengsizligiga ko‘ra

() [ (f ) dx f;(g(0) dx = (J, f')g)d)? = (fGg (b -

2 [g(x)=ax+b

19w @i) = (5 g @) =[98 T 0 -

a? (J! f(x)dx) hosil gilamiz.
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1 1 a2
f g% (x)dx = f (ax + b)%dx = E3 ab + b?
0 0

() gako‘ra: fol(f’(x))zdx >_ @ (folf(x)dx)z bo‘ladi. Endi buni masala

2
Z-+ab+b?

@ _ 12 deb olishimiz kerak. Bundan

shartidagi tengsizlikka tushurish uchun —
?+ab+b2

(a+2b)?2 =0 bo‘ladi. Ya'ni a = —2b bo‘lishi kerak. Keling a=2, b=-1
olamiz. Bundan
g(x) = 2x —1 ekanligini kelib chigadi. Buni (*) ga qo‘ysak va hisoblasak

isbotlashimiz kerak bo‘lgan tengsizlikka kelamiz. Isbotlandi.

Example 4. f: [0; 1] — R uzluksiz differensiallanuvchi funksiya uchun f (%) =0

bp’lsin. U holda [ (f'(x))?dx = 12(J; f(x)dx)? tengsizlikni isbotlang.

Isbot: Isbotlashimiz kerak bo‘lgan tengsizlikdan ko‘rinadiki Koshi-Shvarz
tengsizligini go‘llashimiz mumkin.

1) [0;%] uchun quyidagini yozamiz

1 2

[F(rrcyar [Fgcoae = | [*rgeoa
0 0 0

2

= Fg@IE - f 209’ (0 dx
0

Endi g(x) funksiya uchun quyidagicha shartlar berib uni topib olamiz (Ya’ni
g(x) ni tanlash o‘zimizga bog‘lig). Shuning uchun bizni tengsizligimizga tushadigan
qgilib, bu funksiya uchun ma’lum bir shartlar berish orqgali isbotlashimiz kerak bo‘lgan

tengsizlikka keltirishga harakat gilamiz.




INTERNATIONAL CONFERENCE ON TEACHING, EDUCATION AND NEW LEARNING TECHNOLOGIES” 2023/2

1
fOgCOls =

=0 va g'(x)

g(0)=0

g'(x) —o'zgarmas bundan g(x) =

— o'zgarmas bo'ladiganqilib tanlaymiz:

= x deb olishimiz mumkin]

Yuqoridagi tengsizligimizdan va g(x) = x ekanligidan quyidagini hosil gilamiz:
2

1 (2 2
o1 | erar=| [*reodx | « @
24 ), 0

2) Endi E 1] segment uchun yozamiz:

1 1 1 2
L (F'(0))2dx j F2()dx > ( f g(x)f’(x)dx>
2 2 2

1 2
- (f(x)g(x)li - f f(x)g’(x)dx>
2 73

g(1)=0

Endi xuddi yuqoridagi kabi [g'(x)_o’zgarmas

=> g(x) =1 —x] deb

olishimiz mumkin.

Yuqoridagi tengsizligimizga ko‘ra:

1 1 1 B
» f1 (F'(0)2dx = ( jl f(x)dx> - @)
2 2

tengsizlikni hosil gilamiz.
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1

2 2
1 1 = 1
W+ @ ==g | (F@) = < [ reo dx> + ( ) f(x)dx>
2

L 2
1{ (2 1
> E(fo f(x)dx + f% f(x)dx)

= %(Llf(x)dx>2 [(a? + b2)(c? + d?)
> (ac + bd)? tengsizlikdan foydalanildi. ]
Demak bundan, fol(f’(x))zdx > 12 (folf(x) dx)2 bo‘ladi. Isbotlandi.
Example 5. a) f € €?[0;1] funksiya uchun quyidagi f(0) = f(1) =0 va
f'(1) = 1 shartlar bajarilsin. U holda fol |f"(x)|*dx ning eng kichik giymatini toping.
(Mustagqil yechish uchun)
b) f € €?[0;1] funksiya uchun quyudagi f(0)=f(1)=0 va
f'(0)] = 1 shartlar bajarilsin. U holda f01 |f"(x)|?dx ning eng Kichik giymatini
toping.
Isbot: Biz integral qiymatini kichraytirishimiz kerak va integral ostida

funksiyaning kvadrati turibdi, demak biz boshga biror funksiya topamiz va Koshi-

Shvarz tengsizligidan foydalanib bu integral giymatini kichraytiramiz:
2
[y (Fr@)%dx f) g?()dx = ([, f'(x)g@dx) = (£ ()g@Is -

FGOg @I+ [ g"COf (x)dx)

Shartga ko‘ra f(x)g'(x)|} = 0 bo‘ladi. Endi biz g(x) funksiyani shuynday
tanlashimiz kerakki, o‘ng tomonda fagat ozod son golsin ( g(x) funksiyani o‘zimiz
guramiz va f(x) esa no‘malum). Shuning uchun o‘ng tomonda shartlardan tashqari f
lik gqismlarni 0 bo‘ladigan gilib g(x) funksiyani tanlaymiz:

g"(x) =0 bo‘lsin. U holda gavs ichida fagat f'(x)g(x)|3 = f'(1)g(1) —
f£'(0)g(0) da esa shartga ko‘ra f'(0) = 1 va biz g(x) funksiya uchun g(1) = 0 deb

-
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olamiz. U holda, gavs ichida fagat g(0) qgoladi va bu shartlardan ko‘rinadiki g(x) =
a(x —1).

Bundan, [ (f"(x))%dx [ a*(x — 1)%dx > a®> =>

fol(f"(x))zdx > 3 ekanligi kelib chigadi. Endi tenglik

ham bajarilishini ko‘rsatishimiz kerak. Koshi-Shvarz tengsizligida tenglik ikKki
funksiya ekvivalent (teng) bo‘lganda bajariladi ya’ni f”(x)~g(x) bo‘lishi kerak.
Bundan, f"(x) =alx—1) => f(x)= %x3 — %xz + +bx + ¢ bo‘ladi. Endu

shunday a, b, ¢ o‘zgarmaslar mavjudmi yo‘gmi shuni tekshirishimiz kerak. Masala

f'0)=1
Demak tenglik ham bajarildi. Javob: 3

f(0)=0
shartidan  { F(1) =0 => f(x) = ~x(x — 1)(x — 2)

Example 6. f(x) —[0;1] da 2 marta differensiallanuvchu funksiya bo‘lib,
folf(x)dx = % bo‘lsa,

| (F00Y2dx = 30£2(0)
0

tengsizlikni isbotlang.
Isbot: Integral ostidagi funksiyada kvadrat daraja bor va integral giymati
kichraymoqda, bu Koshi-Shvarz tengsizligimizdan foydalanishimizga ishora va biz bu

tengsizlikni Koshi-Shvarz tengsizligidan foydalanib isbotlashga harakat gilamiz:

) LUWWMLme
1 2
> (f'(x>g(x>|5 - f@g' s+ | g"(x)f(x)dx>
0
. (f’(l) g(1) = £/(0)g(0) - F(Dg'(D) + £(0)g' (0)

" f g"(x)f(x)dx>
0
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Endi yugoridagi masalalarda aytganimizdek, maslada berilgan shartlardan
foydalana olishimiz va isbotlashimiz kerak bo‘lgan tengsizlikka kelishimiz uchun

. (9 =g00)=g0)=0  _
g(x) funksiyaga shartlar beramiz: {g,.(x) = 24'(1) — o'zgarmas =>

g(x) = g'(\)(x* — x) bundan, g'(x) = g'(H(2x — 1)
bo‘ladi => g'(0)+g'(1) =0

Bulardan :

flgz(x)dx = fol(g'(l))z(xz — x)2%dx = (g'éz))z

0 E s (o) =
[, (f"(x))?dx = 30£2(0) Isbotlandi.
Minkovskiy tengsizligi: Agar f, g: [a; b] = R vap > 1 bo‘lsa, u holda quyidagi

tengsizlik o‘rinli:
1 1

b 1 b p b p
(f £ GO + P dx)P s(j If(x)lpdx> +(f |g<x)|pdx>

Gyolder tengsizligi: f:[0; 1] - R funkisya berilgan bo‘lib, ixtiyoriy p,q > 1
lar uchun % + 5 =1 bo‘Isin. U holda quyidagi tengsizlik-o‘rinli:

1

b b % b q
| |f(x>g(x)|dxs<f If(x)lp> (f |g(x>|q>

Koshi-Shvarz tengsizligi esa bu tengszilini p = g = 2 holi bo‘ladi.

Example 7. f:[0; 1] = R* integrallanuvchi funksiya bo‘lIsin. Isbotlang:

fy F@dx f f2(x)dx < [ f3(0)dx
sbot: Gyolder tengsizligiga ko‘ra:

p=3q=2: ([ @Y, = [} fGIdx (1)
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3 2 1
p=2,q=3:(J, F2@)dx)(f, 13dx)’ = f[ f2(0)dx  (2)
(1) va (2) dan isbhotlashimiz kerak bo‘lgan tengsizlik osongina kelib chigadi.

Isbotlandi.

Chebishev tengsizligi: Ixtiyoriy a < b haqgiqiy sonlar va f,g:[a;b] = R bir
xilda monoton (ya’ni bir vaqtda ikkalasi ham o‘suvchi yoki ikkalasi ham kamayuvchi)

funksiyalar berilgan bo‘Isin. U holda

b b b
b-a | f(x)g(x)dx2< | f(x)dx> ( | g(x)dx)

tengsizlik o°rinli bo‘ladi.
Isbot: Berilgan oraliqda f va g — funksiyalar bir xilda monoton bo‘lgani uchun

(fx) = f)@x) —gy)) =0 boladi.

Shuning uchun [a; b] X [a; b] da yuqorida aytgan 1-xossamizga ko‘ra:

b rb
J f (FC) = fN9gx) —g(»)dxdy = 0

bo‘ladi.

Bundan, 7 F fgdxdy + f, J f)g(y)dxdy —
[0 f)gdxdy — [ [T f(3)g(x)dxdy = 0 vabu esa

(b-a) [, fF()gx)dx — ([, F)dx) ([, g(x)dx) = 0 tengsizlikka

ekvivalentdir.
Isbotlandi.

Example 8.  f:[0;1] — (0; +o0) kamayuvchi funksiya berilgan bo‘lsin.
Isbotlang:

1 1 1 1
2 d dx < d z d
foxf @) xjo F@) x<foxf(x) fo(x) x

Isbot: Masala shartiga ko‘ra f —funksiya kamayuvchi bo‘lganligi uchun
fFOCOfO(f(x) — f(¥)(x —y) < 0 tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Endi 1-xossaga ko‘ra

' I
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[a;b] x [a;b] da @ [ f7FCOfO(f(x) = F())(x — y)dxdy < 0 tengsizlik
bajariladi. Endi bunu ham xuddi Chebishev tengsizligining isbotidagi kabi ochib chigib
alohida-alohida yozib olib soddalashtirsak isbotlashimiz kerak bo‘lgan tengsizlikka

kelamiz. Isbotlandi.
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