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В настоящей работе, рассматривается двухмерная систем нелинейных 

стационарных уравнений теплопроводности  [1-2]: 

fi(u3−i
 ) ∑ ai,2j−1

2
j=1

∂

∂xj
(ai,2j

∂

∂xj
ui) = Fi(x1, x2, u1, u2);                      (1)                                    

в прямоугольной области Q = {a1 ≤ x1 ≤ b1, с1 ≤ x2 ≤ d1 } при граничных 

условиях первого рода:  

   ui(a1, x2) = φi 2j−1 ;                                               (2) 

  ui(b1, x2) = φi  2j ;                                            (3)  

   ui(x1, c1) = φi 2j−1 ;                                              (4) 

  ui(x1, d1) = φi  2j ;                                           (5)  

 которые в дальнейшем обобщаются для других граничных условиях 

второго и третьего рода, где  fi(u3−i
 ),  ai,2j−1(x1, x2, u3−i

  ),  ai,2j(x1, x2, u3−i
 ), 

  Fi(x1, x2, u1, u2)  и φik − являются непрерывными функциями в Q, (i, j =

1,2; k = 1,4̅̅ ̅̅ ).  

Известно, что такие постановки задач встречаются для определения 

взаимодействующих электростатических и температурных полей в электро-

химических защитах металлических сооружений от почвенной коррозии. 

Поскольку ионы раствора, которые находятся вокруг металлического 

сооружения в хаотическом движении, то получить аналитического решения в 

такой пространственной постановке задачи вида (1)-(5), оказывается достаточно 

сложным. Поэтому, обычно такие нелинейные задачи решаются различными 

итерационными методами, для которых скорость сходимости итерационного 

процесса зависит от многих факторов, один из которых является выбор 

начального приближения [3].   
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Для решения данной двухмерной стационарной задачи (1)-(5) применяется 

метод установления, приводя уравнения (1) к виду  

∂ui

∂t
= fi(u3−i

 ) ∑ ai,2j−1
2
j=1

∂

∂xj
(ai,2j

∂

∂xj
ui) − Fi(x1, x2, u1, u2);         (8) 

с дополнительными начальными  условиями  

ui(x1, x2, t0) = ψi(x1, x2),                                     (9) 

где  ψi(x1, x2) −произвольная выбираемая функция.   

В качестве данного начального приближения ψi(x1, x2), в отличие от других 

способов, берется решение уравнения 

∆ui = 0                                                  (10) 

по методу Фурье [2].  

Для численного решения систем уравнений (8) при начальных (9) и 

граничных условиях (2)-(5), применяется   метод переменных направлений, с 

весовыми коэффициентами θ1 и θ2 [3]. Тогда эти уравнения в разностном виде 

выглядят следующим образом:  

ũij − uij
s

 

τ
= f1(vij

s ) {
1

2
(a11 i+1

s + a11 i
s ) (a12 i+1j

s
ũi+1j − ũij

h2
− a12 ij

s
ũij − ũi−1j

h2
)  

+  
1

2
(1 − θ1)(a13 i j+1

s + a13 ij
s ) (a14 ij+1

s uij+1
s −uij

s

l2
− a14 ij

s uij
s −uij−1

s

l2 ) } − 

−F1(xi, yj, uij
s , vij

s ) − μ1F1u
′

 
(xi, yj, uij

s , vij
s )(ũij − uij

s

 
),                              (11) 

  uij
s+1

 
− ũij

τ
= f1(vij

s ) {
1

2
(1 − θ1)(ã11 i+1

 

+ a11 i
~ ) (ã12 i+1j

 
ũi+1j − ũij

h2
−ã12 ij

 
ũij − ũi−1j

h2
) +  

+   
1

2
(ã13 i j+1

 + ã13 ij
 ) (ã14 ij+1

 uij+1
s+1 −uij

s+1

l2
− ã14 ij

 uij
s+1−uij−1

s+1

l2
 ) } − 

−F1(xi, yj, ũij
 , vij

s ) − μ1F1u
′

 
(xi, yj, ũij

 , vij
s )(uij

s+1 − ũij),                             (12) 

Теперь по второму уравнению (8)получим: 

ṽij − vij
s

 

τ
= f2(uij

s+1) {
1

2
(a21 i+1

s + a21 i
s ) (a22 i+1j

s
ṽi+1j − ṽij

h2
− a22 ij

s
ṽij − ṽi−1j

h2
) + 

+  
1

2
(1 − θ2)(a23 i j+1

s + a23 ij
s ) (a24 ij+1

s vij+1
s −vij

s

l2
− a24 ij

s vij
s −vij−1

s

l2 ) } − 

−F2(xi, yj, uij
s+1, vij

s ) − μ2F2v
′

 
(xi, yj, uij

s+1, vij
s )(ṽij − vij

s

 
),                     (13)           

  vij
s+1

 
− ṽij

τ
= f2(uij

s+1) {
1

2
(1 − θ2)(ã21 i+1

  

+ ã21 i
 ) (ã22 i+1j

 
ṽi+1j − ṽij

h2
−ã22 ij

 
ṽij − ṽi−1j

h2
) + 
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+ 
1

2
(ã23 i j+1

 + a23 ij
~ )  (a24 ij+1

~ vij+1
s+1 −vij

s+1

l2
− ã24 ij

 vij
s+1−vij−1

s+1

l2 ) } −   

−F2(xi, yj, uij
s+1, ṽij

  ) − μ2F2v
′

 
(xi, yj, uij

s+1, ṽij)(vij
s+1 − ṽij).                    (14) 

Отсюда полученная система уравнений имеет вид:  

A1ũi−1j + B1ũij + C1ũi+1j = D1,                                  (15) 

A2uij−1
s+1 + B2uij

s+1 + C2uij+1
s+1 = D2,                              (16) 

A3ṽi−1j + B3ṽij + C3ṽi+1j = D3,                                 (17) 

A4vij−1
s+1 + B4vij

s+1 + C4vij+1
s+1 = D4,                              (18) 

где            

 A1 = −τf1(vij
s )

1

2h2
(a11 i+1

s + a11 i
s )a12 ij

s ; 

B1 = 1 + τ[
f1(vij

s )
1

2h2
(a11 i+1

s + a11 i
s )(a12 i+1j

s + a12 ij
s ) 

+μ1F1u
′

 
(xi, yj, uij

s , vij
s )

] ;

  

 

C1 = − τf1(vij
s )

1

2h2
(a11 i+1

s + a11 i
s )a12 ij

s , 

D1 = ũij + 
1

2
τf1(vij

s )(1 − θ1).  

(ã11 i+1
 + ã11 i

 ) (ã12 i+1j
 

ũi+1j − ũij

h2
−ã12 ij

 
ũij − ũi−1j

h2
)   

−τ[F1(xi, yj, ũij
 , vij

s ) − μ1F1u
′

 
(xi, yj, ũij

 , vij
s ) ũij ].    

A2 = −
τ

2l2
f1(vij

s )(ã13 i j+1
 + ã13 ij

 )ã14 ij
 ,  

B2 = [1 +
τ

2l2
f1(vij

s )(ã13 i j+1
 + ã13 ij

 )( ã14 ij+1 
 + ã14 ij

 ) + τμ1F1u
′

 
(xi, yj, ũij

 , vij
s )], 

C2 = −
τ

2l2
f1(vij

s )(ã13 i j+1
 + ã13 ij

 )ã14 ij
 , 

 D2 =  ũij + 
1

2h2
τf1(vij

s )(1 − θ1)  

(ã11 i+1
 + ã11 i

 )( ã12 i+1j
 (ũi+1j − ũij)−ã12 ij

 (ũij − ũi−1j))   

−τ[F1(xi, yj, ũij
 , vij

s ) − μ1F1u
′

 
(xi, yj, ũij

 , vij
s ) ũij ]   

, 

A3 = −τf2(uij
s+1)

1

2h2
(a21 i+1

s + a21 i
s )a22 ij

s , 

B3 = [1 + τf2(uij
s+1)

1

2h2
(a21 i+1

s + a21 i
s )(a22 i+1j

s + a22 ij
s ) +

τμ2F2v
′

 
(xi, yj, uij

s+1, vij
s )], 

C3 = −τf2(uij
s+1)

1

2h2
(a21 i+1

s + a21 i
s )a22 ij

s , 

D3 = vij
s +

1

2l2
(1 − θ2)(a23 i j+1

s + a23 ij
s )(a24 ij+1

s (vij+1
s − vij

s ) − a24 ij
s (vij

s − vij−1
s )) 
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−τF2(xi, yj, uij
s+1, vij

s ) + τμ2F2v
′

 
(xi, yj, uij

s+1, vij
s )vij

s

 
 ,  

A4 = −τf2(uij
s+1)

1

2l2 (ã23 ij+1
  + ã23 ij

 ) ã24 ij  
 ; 

B4 = [1 + τf2(uij
s+1)

1

2h2
(1 − θ2)(ã21 i+1

  + ã21 i
 )(ã22 i+1j

 +ã22 ij
 )] ṽij, 

C4 = −τf2(uij
s+1)

1

2l2 (ã23 ij+1
  + ã23 ij

 ) ã24 ij  
 ; 

D4 =  ṽij +  τf2(uij
s+1) {

1

2h2
(1 − θ2)(ã21 i+1j

  

+ ã21 ij
 )(ã22 i+1j

 (ṽi+1j − ṽij)−ã22 ij
 (ṽij

− ṽi−1j))} −τF2(xi, yj, uij
s+1, vij

s ) + τμ2F2v
′

 
(xi, yj, uij

s+1, vij
s )vij

s

 
 . 

Решении данной системы (15)-(18) ищется в следующей 

последовательности: 

ũij = α1 iũi+1j + β1 i;   i = n − 1, n − 2, … 2;                                       (19) 

где  α1 1 = 0;   β1 1 = φ11;  

α1 i = −
C1

B1+A1α1 i−1
;     ;       β1 i =

D1−A1β1 i−1

B1+A1α1 i−1
;      i = 2, n − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  :                         

uij
s+1 = α2 iuij+1

s+1 + β2 i;   j = m − 1, m − 2, … ,2;                              (20) 

где   α2 1 = 0;    β2 1 = φ13;                                                               

            α2 j = −
C2

B2+A2α2 i−1
;        β2 j =

D2−A2β2 i−1

B2+A2α2 i−1
;     j = 2, m − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅;                   

ṽij = α3 iṽi+1j + β3 i;     i = n − 1, n − 2, … 2;                                      (21) 

где   α3 1 = 0;    β3 1 = φ21; 

               α3 i = −
C3

B3+A3α3 i−1
;        β3 i =

D3−A3β3 i−1

B3+A3α3 i−1
;      i = 2, n − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ;                 

vij
s+1 = α4 ivij+1

s+1 + β4 i;   j = m − 1, m − 2, … ,2;                                (22) 

где  α4 1 = 0;    β4 1 = φ23 ;                                                          

α4 j = −
C4

B4+A4α4 i−1
;        β4 j =

D4−A4β4 i−1

B4+A4α4 i−1
;  j = 2, m − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅; 

Теперь переходим к построению начального приближения, которое 

получается по решению двумерных систем уравнений (10) по методу Фурье. 

Предположим, решения системы (10) имеет характер разделяющиеся по 

переменным х и у . Тогда их можно представить в виде   

ui = Xi(x)Yi(y)                                            (23) 

где Xi(x) – функция толко от x , Yi(y)- функция толко от y. Подставляя (23) 

в (10) получим:  

        ∆ui = 
d2Xi

dx2
Yi(y) +

d2Yi

dy2
Xi(x) = 0.                    (24) 

Отсюда 
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d2Yi

dy2
Xi(x) = −

 d2Xi

dx2
Yi(y)                                 (25) 

и можно получить  

Yi
′′

Yi
= −

Xi
′′

Xi
= λ2                                                (26) 

Здесь,  λ – постоянная. Тогда  система уравнений (26), относительно Xi и Yi, 

приводятся к виду: 

Yi
′′ − λ2Yi = 0;    Xi

′′ + λ2Xi = 0;                               (27) 

Такая система обыкновенных дифференциальных уравнений, связанные 

только через параметра λ, имеет  решение следующего вида:  

Yi(y) = Aie
λy + Bie

−λy;    Xi(x) = CisinλX + Dicosλx               (28) 

Можно показать, что эти решения удовлетворяют уравнений (27) и в 

действительности вид решения уравнений (24) имеет вид: 

ui(x, y) = Xi(x)Yi(y)  = (Aie
λy + Bie

−λy)(CisinλX + Dicosλx). 

Для определения значения коэффициентов Ai, Bi, Ci и Di, используются     

граничные условия (2)-(5). В частности, для решений (28), требуется выполнение 

граничных условий:  

Xi(a1) = φi1;   Xi(b1) = φi2. 

Отсюда: 

Xi(a1) = Ci ∙ sinλa1 + Di ∙ cosλa1 = φi1, 

Xi(b1) = Ci ∙ sinλb1 + Di ∙ cosλb1 = φi2. 

Решением данной системы является:  

Di =
φi1∙sinλb1−φi2∙sinλa1

sin λ(b1−a1)
  ,  Ci =

φi2∙cosλa1−φi1cosλb1

sin λ(b1−a1)
; 

где sin λ(b1 − a1) ≠ 0;   или     λ ≠
kπ

b1−a1
 .   ( k=0,1,2..  ). 

В результате Xi(x) имеет вид:  

Xi(x) =
φi2 ∙sinλ(x−a1)+φi1∙sinλ(b1−x)

sin λ(b1−a1)
. 

Теперь для второй функции Yi(y) по граничним условиям (2)  имеем: 

Yi(с1) = φi3 = Aie
λс1 + Bie

−λс1 ;     Yi(d1) = φi4 = Aie
λd1 + Bie

−λd1 .                                 

Нетрудно найти значения коэффициентов   Ai и Bi: 

Ai =
φi4∙eλ(d1−с1)−φi3

eλс1(e2λ(d1−с1)−1)
;    Bi =

φi3∙eλ(d1−с1)−φi4

(e2λ(d1−с1)−1)
∙ eλd1 . 

Отсюда:  

Yi(y) =
(φi4 ∙ eλ(d1−с1) − φi3)eλ(y−с1) + (φi3 ∙ eλ(d1−с1) − φi4)eλ(d1−y)

(e2λ(d1−с1) − 1)
. 

Окончательний вид  решения, которые могут использоваться в качестве 

начального приближения u0
i(x, y):   
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ui =
φi2  ∙ sinλ(x − a1) + φi1 ∙ sinλ(b1 − x)

sin λ(b1 − a1)
∙ 

(φi4∙eλ(d1−с1)−φi3)eλ(y−с1)+(φi3∙eλ(d1−с1)−φi4)eλ(d1−y)

(e2λ(d1−с1)−1)
  ,                            

где  λ ≠ kπ . 

Методика реализована в виде комплекс программ на языке С# и 

ориентирована для решение ряд стационарних задач теплопроводности. 

Результаты расчетов показывают хорошую сходимость и точность метода. 

Применение описанного метода позволяет получить порядки точности, близкие 

ко вторым и выше. 
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