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ANNOTATSIYA
“Uyurma-oqim” ko‘rinishidagi Navye-Stoks tenglamalar sistemasini sonli
modellashtirish masalasi garalgan. Masalani sonli yechishda uyurma tenglamasi
o‘zgaruvchan yo‘nalishli usullarga kiruvchi Pismen-Rekford sxemasi va yuqori
relaksatsiyali iteratsiya usuli qo‘llaniladi. Aniq yechim bilan solishtirib yuqoridagi
usullarning samarali ekanligi ko‘rsatildi.

KIRISH

Hozirgi vaqtda ikki o‘lchamli Navye-Stoks tenglamalarini sonli yechish uchun
ko‘plab ishlar bag‘ishlangan. Bugungi kunga kelib, “uyurma-oqim” ko‘rinishidagi ikki
o‘lchovli Navye-Stoks tenglamalari asosida yopishgoq sigilmaydigan suyuqlik
muammolarini sonli modellashtirishga bag‘ishlangan ko‘plab tadqiqotlar mavjud.

Shunga garamay, yuqoridagi muammoni sonli modellashtirish uchun ma’lum
usullarni qo‘llash samaradorligi masalasi dolzarbdir.

[1] magolada tabiiy o‘zgaruvchilarda Navye-Stoks tenglamalarini sonli yechish
usuli taklif gilinadi. Usul harakat tenglamasi va uzluksizlik tenglamasini chekli
ayirmali approksimatsiyasi yordamida birgalikda yechishga asoslangan. [2] da
yopishqoq sigilmaydigan suyuqlikning (fizik o‘zgaruvchilarda) Navye-Stoks
tenglamalarini yechishning sonli usuli berilgan. Taklif gilingan usulda, tenglamalar
issiglik o‘tkazuvchanligi tenglamalari bilan to‘ldirilgan. Uni qurishda dastlabki
operatorlarni maxsus usulda fizik jarayonlarga bo‘lish bilan taqribiy faktorizatsiya
sxemasidan foydalaniladi. [3] da tuzilgan to‘rlarda “tezlik-bosim™ o‘zgaruvchilarida
to‘liq Navye-Stoks tenglamalarini yechishda bosimni hisoblashning yangi yondashuvi
taklif qgilingan. Usul uzluksizlik tenglamasining integral shakllari va bosimning
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parchalanishidan foydalanishga asoslangan bo‘lib, ular asosida yordamchi masala
tuziladi.

[4] da, tezlik-bosim o‘zgaruvchilari Navye-Stoks tenglamalarining to‘liq
sistemasi yopishqoq sigilmaydigan suyuglik holati uchun sonli chekli ayirmalar usuli
bilan yechiladi.

Navye-Stoks tenglamalarini “uyurma-oqim” ko‘rinishiga keltirish sonli
modellashtirshni ancha osonlashtiradi. “Uyurma-oqim” ko‘rinishidagi Navye-Stoks
tenglamalarini sonli modellashtirish bo‘yicha batafsil ma’lumotlarni [5, 6] da garash
mumkin.

Yuqoridagi ishlardan ayirmali o‘laroq, ushbu ishda “uyurma-oqim” Navye-Stoks
tenglamalar sistemasini sonli yechish uchun o‘zgaruvchan yo‘nalishlar usullari
(Pismen-Rekford sxemasidan) va yuqori relaksatsiyali iteratsiya usulini birgalikda
qo‘llab sonli natijalar olingan. Bunday holda, (1) uyurma tenglamalarini sonli yechish
uchun Pismen-Rekford usuli va (2) ogim funktsiyasi tenglamasini yechish uchun esa
yugori relaksatsiyali iteratsiya usuli yordamida sonli yechiladi.

1. Masalaning qo‘yilishi. Dekart koordinatalarida Navye-Stoks tenglamalari
sistemasi «uyurma-ogim» ko‘rinishida quyidagicha yoziladi [7].
0w 0w dy _ 00 dy :V(azm 0’0

]+Q(t,x,y),

— +
ot ox oy oy ox ox> oy’
(1)
2 2
Zx‘g’ N f;y‘g o, 2)
a_\llzu’ %Z—V, —@_a_u (3)

oy ox Tx oy
bu yerda X, y — fazoviy koordinatalar, t — vagt uva v tezlik vektorining
koordinata o‘qlaridagi proyeksiyasi, v — kinematik govushqoqlik koeffitsienti, y —
ogim funksiyasi, ® — uyurma funksiyasi, Q — ma’lum funksiya.
5:{(x,y,t)e[O,l]x[O,l]x[O,T]} sohada (1), (2) sistema uchun biz quyidagi

chegaraviy shartlarni beramiz:

oy oy
=0, =0, —| =0, —| =0, 0<y<]
\I]|x:0 W|x:1 aX o aX o y
(4)
0 0
vl =0, w| =0, 5"’ -0, WW ~0, 0<x<1,
x=0 x=1
(5)
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t=0 da boshlang‘ich shartlar quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:
v(0,x,y)=0, o(0,xy)=0. (6)

2. Chekli-ayirmali approksimatsiya. D sohada X, y fazoviy koordinatalarda

tekis to‘rni kiritamiz:
EL:{&=m,yf=m,osLj3N,h=%}
va t vaqt bo‘yicha to‘r ushbu ko‘rinishda kiritiladi:
Q. ={t, =kt, k=0,1,..M}, bunda t=T /M.

(1), (2) differensial tenglamalar sistemasi Q=0nxQ. ayirmali to‘rda
approksimatsiya gilinadi.

(1) uyurma tenglamasini sonli yechish uchun biz o‘zgaruvchan yo‘nalishlar
usulini qo‘llaymiz ( Pisman-Rekford sxemasi) [8]. Bu sxema oshkormas absolyut

turg‘un sxemadir. Pismen-Rekford sxemasi approksimatsiya xatoligi 6(t’ +|h|2), bu
yerda |h[" =h’ +h;.

(1) tenglamani Pismen-Rekford sxemasi bilan approksimatisyalaymiz. Ushbu
sxemada k gatlamdan k +1 gatlamga o‘tish ikki bosgichda amalga oshiriladi. Birinchi

bosqgichda oraliq giymatlar co!‘f/ ? quyidagi tenglamalar sistemasidan aniglanadi
03:(;1/2 — o 03:(:11,/12 - (”ik—+1],/i2 Wija ~ Vi _
0,57 2h 2h

K k k k
Oijua = Oija Viaj ~Wiaj _ l(m!(zl/_z oY 4 0)-k+11/-2)+
2h 2h e h g

h?
+%(®:(,j+1 - thj + CO:<,j—1)"' Q(tk+1/2’ X Yi )1

i,j=12,.,N-1k=01..,M -1,
(7)

iIkkinchi bosgichda esa topilgan co!‘f/z giymatlardan foydalanib, tenglamalar

k+1

sistemasidagi o;; giymatlar quyidagi ayirmali tenglamalardan aniglanadi
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0)k+1 _ (Dk+]/2 k+1/2 k+1/2

i i O — O Wik,j+1_\V:(,j—l _
0,57 2h 2h

k+1 k+1 k k
e = O Vi ~ Vi _ Vv
_iLj# i,j-1 Yi+lj i-1j _ k+1/2 k+1/2 k+1/2
= ( ] 20)i‘j +0)i_1’j)+

2h 2h h?

A% k+1 k+1 k+1
+F(0)i,j+1 —20;; + (Di,j—l) + Q. X, Vi),

i,j=12,..,N-1k=01,..M —1.
(8)
Oqgim funksiyasi uchun (2) tenglama quyidagi ayirma sxemasi bilan
approksimatsiyalanadi

k k k k k k
\lfi++11,j - Zwijl + ‘Ui—+11,j N Wiﬁl - Z\Vi,erl + \I’iﬁl _k+
h2 h2 - O)ij
yoki
W::;.lj + ‘lfukjllj + \V.kil + ‘V:(J;l—l — 4\Vik,;1 _ ot
h’ R ©)
i,j=12,..,.N-1k=01,..,M —1.
(3) tenglama quyidagicha approksimatsiya gilinadi
Ut = ‘V:(ﬁl - W:(ﬁl Vel = \l’:(:llj - \V:(—+111
g 2h Y 2h (10)

bj=12,..,N-1k=01..M-1.
3. Sonli yechish algoritmi. Keling, oddiy iteratsiya usulini qo‘llash uchun (9)
ayirmali tenglamalarni quyidagi qulay shaklda gayta yozamiz [9]

k+1,s+1 _ . k+l,s
Vi =V Tt (11)
Bu yerda
k+1,s k+1,s k+1,s k+1,s 4 k+1,s h2 K+1
[ = Vij T Wi TViju TVija — 4V i
ij = 4
(12)

Iteratsiya yaqinlashuvi tezligi yuqori relaksatsiyali iteratsiya usulini qo‘llash bilan
yaxshilanadi [ 10 ]. Ketma -ket yugori relaksatsiyali iteratsiya usuli quyidagi iteratsiya
sxemadan foydalanadi

k+1,s k+1,s k+1,s k+1,s k+1,s h2 K+1
s ks g Wiaj tWia; TV tVija 4w, +hw B
Vij =V =
4
k+1,s
=y + 9,
(13)

https://t.me/Erus_uz Multidisciplinary Scientific Journal May, 2023 804


https://t.me/Erus_uz

Educational Research in Universal Sciences

ISSN: 2181-3515 VOLUME 2 | ISSUE 5| 2023

bu erda parametr 3 hududga tegishli 1<8<2. 3 parametrni optimal tanlash
chiziqli sistemalar uchun iteratsiya matritsalarning xos qiymatlariga bog‘liq va ko‘rib
chigilayotgan masala uchun quyidagi formula bo‘yicha beriladi. [4].

2+\/4—4cos2 T 2+2\/1—cos27t 1+sin—
N — N -1 N-1
Ogim funksiyasi uchun ayirma tenglamalarning

Ommoka! Mcrounnk ccbLIKH He HaiiaeH. 0ddiy iteratsiya, iteratsiyalar soni bo‘yicha
yechimlari no(s) talab gilinadi. Belgilangan aniglikka erishish uchun [5] €aniglikda

formula bilan aniglanadi .

2In(1/e)
n N ———F, 14
0 (8) n2h2 ( )
Yugori relaksatsiya usuli uchun mos keladigan iteratsiyalar soni quyidagi shaklga
ega:
2In(Ye)
n N —, 15
o(€) i (15)

h=0,05, £¢=10"° bo‘lganda (14) va (15) formulalar bo‘yicha talab gilinadigan
maksimal iteratsiyalar soni taxminan 560 va 88 ga teng bo‘ladi. Ko‘rinib turibdiki,
ogim tenglamasini yechish uchun yuqori relaksatsiya usulidan foydalanish magsadga
muvofiqdir .

(7),(8) ayirmali tenglamalarni yechish algoritmini batafsil bayon etamiz.

Dastlab (7) tenglama ushbu standart shaklga keltiriladi

~ k+1/2 ~ k+1/2 = k+1/2 =k
Ai(DFLj _Ci(’oi,j +Bi('0i+1,j :_Fi,j7 (16)
Lbj=12,.,N-1k=01,...,M-1.
Bu yerda
— \% 1 K k — \Y% 1 K k
A :O,ST[F—E(WLH_Wi,j—l)}f B :OsSTI:F'i‘E(\Vi,jﬂ _\Vi,j—l):|;
— v — Kk  0,5tv/ « K K
C =1+ F Fi’j = T(mi’jﬂ—Zmi’j +c0i'j_1)+
0,5t/ « K K K
+E((Di,j+l _(Di,j—l)(\Viﬂ,j _Wi—l,j)+Q(tk+1/2’Xi’yi)'

(16) ayirmali tenglama progonka usuli bilan yechiladi , buning uchun ayirmali
to‘mning barcha tugunlaridagi o/ ** giymatlami aniglash uchun O(N?) arifmetik

amallar kerak bo‘ladi.
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Barcha oaikjwzlar topilgandan so‘ng, (8) ayirmali tenglamani yechish uchun uni

standart shaklga keltiramiz:
AjcoI i1 CjoaI j gt BJ(DI 1= Fif(j”/z, a7
,bj=4,2,..,N-1k=01,..,M -1,
Bu yerda

A.=O.51[l L (\yk \y!(. )} B.=O.5{l+i(\p!(. —\V!(. )}

i hz 4h i,j+ ij-1] | j hz 4h i,j+l 1]

Cj=1+¥, Fi!<j+1/2=®:<;1/2+0,521:\/( :<:1]/12_2 ek wik:/jz)_'_

h h

+E( .k+1/.2—0).k+1/.2)(\|j.k. —\|j!(. )+Q(t X y)

ah i+1, j i-1,j i, j+l ij-1 k+11 Nt Y

(17) ayirmali tenglamani progonka usuli bilan oa “larni topish uchun O( )

arifmetik amallar talab gilinadi . Taqqoslash uchun shuni ta’kidlaymizki, uyurma
tenglamasining ikki o‘lchovli oshkormas sxemasini Gauss usuli yordamida yechish

uchun O(N®)arifmetik amallarni talab gilanadi.
(13), (16), (17) tenglamalar quyidagi chegaraviy shartlari bilan to‘ldiriladi

yir=0, =0, i=01..,N k=0,1,...M —1.

(18)
k+1 k+1 -
Vo, =0, w.;=0, j=01..,N k=01..,M-1.
(19)

va chegaraviy tugunlarda uyurma giymatlarini aniglash uchun ushbu Vuds

shartlari [6] qo‘llaniladi :
. k k . K K
kel 3(\Vi,o _\Vi,l) Kol N m:(‘Nl_l B 3(Wi,N _\Vi,N—l)

k+1 (DL]_
W, + 2 = hz 1 Wi N 5 h2 g
(20)
. k k . k K
Kl (Dll(’ ! 3(\Vo,j _‘Vl,j) kil 0):_11,- 3(\|/N,j _\lfN—l,j)
®, +—L= > . @yt L = - .
v 2 h '] 2 h
(21)

(16),(20) va (17),(21) ayirmali tenglamalar sistemalari progonka usuli bilan

yechiladi .
(16),(20) chegaraviy masalalar progonka usuli bilan yechish algoritmini

keltiramiz:
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k+1/2 = k+1/2 =
W =00, t Bir -

i=N-1LN-2,..10, (0<j<N),k=01..,M-1

(22)
5 AR+
Uy == PBu=z——
C - Ag, C -Ag
1=12,.,N-1 (0<j<N), k=01..,M-1
(23)
k k
kU2 k2 = k+1/2 1 «are 3(\”01‘_\”1])
o =040 +B, 0 =_§®1,j +T’
k k
_ B(Woj' \Vlj)
o,=-0,5 B,= 5 , (0<]<N),
(24)
ka2 g ke ok )
. ™ Yy —V
Wyt = ( M (s
2 h
k+1/2 — k+1/2 =
WOy = AO +BN’ (26)

(26) ni (25) ga qo‘yib to‘rning 1 = N chegaraviy tugunidagi giymatni aniglash
uchun ushbu ifodaga ega bo‘lamiz:

k2 3(“’:!,1' _\VII(\I—LJ')

Oy = - —0,58, | /(1+0,5a, ),
(27)
endi esa (17), (21) chegaraviy masalani progonka usuli bilan yechish algoritmini
keltiramiz:
O =00 By i=N-LN =220, (0<i<N),
(28)
BJ AJBJ + Fikj+1/2 - -
o, = B, = 0 j=12,.,N-1 (0<i<N),
TCi-Aoy C;—Aa,
(29)

k+1 k+1 k+1 k+1 k k 2
@ =00, +Py, o =—0,5m, +3(Wi,o_‘|’i,1)/h ’

o, =-0,5 B, =3(wﬁ0 —wﬁl)/hz, (0<i<N),
(30)
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k+1

O; N +0,50):(’|+\11_1 :3(\V:(N _\V:(,N—l)/hz’ (31)

k+1 k+1

@ g = Oy Oy + By (32)
shundan so‘ng, yuqoridagiga o‘xshash j=N da (;)i’N quyidagi ko‘rinishda
aniglanadi:
k k
K+l 3(‘Vi.N _‘Vi,N_l)
N~ h?

~0,58, | /(1+0,5a,).

(33)
3. Sonli natijalari va xulosalar. Yugoridagi usullar asosida Navye-Stoks
tenglamasini yechish uchun sonli hisoblar natijalarini keltiramiz .
(7)-(10) masalani sonli yechish uchun Pismen-Rekford va yuqori relaksatsiyali
iteratsiya usullari go‘llandi. To‘rlar quyidagicha tanlandi:.
h, =h,=0.05 v=1, t=0.001. Sinov funktsiyasi usuli yordamida hisoblash tajribasini

o‘tkazamiz. Agar differensial masala y(t, X, y)=t-sin’ nx-sin’ 2ny aniq yechimga ega
bo‘lsa, u holda w(t, x,y) va Q(t, x,y) uchun ifodani aniglashimiz mumkin|[7].
Joriy (2) tenglamadan biz funktsiya uchun formulalarni o(x, y)olamiz :

__ 9%y 2%y

w(t,x,y)=— 2 3y (34)
Keling, hosilalarni topaylik

%y

dx?

8m2t cos 4my sin? 2mx

. aZ
= 212t cos 2mx sin’ 2wy, % =

Topilgan hosilalarni berib , Ommoka! Ucrounuk cepliiku He HaiigeH. funktsiya
uchun quyidagi formulalarni w(t, x, y) olamiz :
w(t,x,y) = —2m2t(—10 - sin? mx - sin? 2wy + 4 - sin® mx + sin? 2my)
uyurma tenglamasidan (1) biz uchun Q(t, x, y)

(txy) = dw aw oY OJdw Y 0w 0%w (35)
et xy E)x dy dy O0x V\oxz dy?
(34) ni (35) ga go ylb Q(t, x,y) uchun quyidagi ifodaga ega bo‘lamiz:
°y  0%Y 0%y 0%y \ oy
Qltxy) =~ <6x26t * 6y26t> B <6x3 * axay2> 3y © (36)

) L PR I
+(6x26y+6y3) 6x+ ( t23507 0x2 dy? + )

P(t, x,y) funksiyasi xususiy hosilalarini (36) ga qo‘yib Q(t,x,y) uchun quyidagi
ifodaga ega bo‘lamiz:
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Q(t,x,y) = 2n? - (—100,0% + 40, + 63) +
+8m't- (440,05 — 220, — 7605 + 4) +
+16m*t- cosTx * 05.sinmx - 63 /(10 cos? mx — 9) —
—32m*t? - cosix - 03 sin® x * 0, * (505 — 3),

bu yerda o, = sin?x, 0, = sin2my 03 = COS 2Tty.
1-rasm. (T, x,y) o gim funktsiyalari analitik yechimi
a

y(tx.y)

———o12
0.9 B Sy —_ . oy .
{6/&2 0.4285 057143 > ¢
kS
: 5N

[V R
0.7 LD R 527 2 s .
36/——9.142
0.4 AN _23571WZ$71
&K/B ' %
3

57143 &
k)

0.3 o ' 8571 ) A
§4 . % }
0.2 ' NS ABF > A

T

0.1

I
L
\9)%
P %
=
S
8
g
S
®
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a
t=1.0 dagi yuqori relaksatsiya usuli bilan oilingan (t,x,y) ogim funksiyasi sonli yechimi
1~
os.
064 B
>
><: ////,,,,,,
S04
02
0?
1
b
t=1.0 dagi yuqori relaksatsiya usuli bilan oilingan y(t,x,y) ogim funksiyasi sonli yechimi
L L L L . L L L |
014283
| Azga \0 A
0.9 Al 28566 = e —~
0.571% ' )
0.8 . . |
&
§dd 05124
0.7 3 . |
R ®
0.6~ |
'\?@ 0.42849 2
ol ' 57133 r
¢ 6\)\7 O
] 1% 5 ﬁ > = i
2 X :
o) %, :
. o) YA
0.1 -142‘9@\.28562?33}23 - r
.1428
0f r r r r r 3——-r r | |
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2-rasm. (T, x,y) o gim funktsiyalari sonli yechimi
a

(,O(t!X!y)

1 L A U |8 L L T L
\K—ﬂ?ﬁﬁm{ 1%9/L
0.9+ 281989 "8' -
: ™~
81 ™
0.8 3171 B 2 -
® AN
B Py =
0.7 |- g Ve 3171 79381 7
06k 281989 22991 g1080 .
' 281989 281989
> 0.5 g é@ i
9529 o5
04l- 281989 281 i
: 281939 5781989
22.5 a1 ©
0.3 3317, R B i
® a 8
2 RN »
0. o, 93, 133171 e
o1l 281980 #2551 o100 1
K%———%sﬁ 281989\
0 r [ L. r r r r r r
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3-rasm.w (T, x, y) uyurma funktsiyalari analitik yechimi
a

t=1.0 da Pismen-Rekford sxemasi bo’yicha «(t,x,y) olingan sonli yechim

(,O(t!X!y)

t=1.0 da Pismen-Rekford sxemasi boyicha o(t,x,y) olingan sonli yechim

1 L L T L /' L /L L
%__34\9_2__805563 st
0.9F 762071 <7620 A G
153149 3149 5
25 g
08 ~ N N
0.7 ]
0.6~ .
> 0.5~ 1
0.4} -
0.3 [‘ b
0.2} i
& 15314
01k ,;3’ 762071 05 563' Y 62071 -7.62071 i
/4/"_—5 3450 05563
0 r L. r r r r \ \ r

0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 0.8 0.9 1
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4-rasm.w (T, x,y) uyurma funktsiyalari sonli yechimi

Mos ravishda 1-va 3-asmlarda t=1 da y(t, X, y) ogim va w(t, x,y) uyurmalarning
analitik yechimi sirt va sath chizziqlari ko‘rinishida tasvirlangan.

2-va 4-rasmlarda esa t=1 da yi(t, x,y) ogim tenglamasining va w(t, x,y) uyurma
tenglamasining sonli yechimlari tasvirlangan.

1- va 4- rasmlardagi natijalardan ko‘rinadiki, aniq(analitik) va sonli yechimlar
deyerli ustma-ust tushmoqda. Bundan “uyurma - oqim” ko‘rinishidagi Navye-Stoks
tenglamalar sistemasini sonli yechish uchun Pismen — Rekford usuli va yuqori
relaksatsiya iteratsiya usullarini birgalikda qo‘llash yaxshi natija berar ekan.
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