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MITTAG - LIFFLER FUNKSIYASI VA UNI HISOBLASH USULLARI
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ANNOTATSIYA

Kasr tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarning fizik, biologik,
mexanik, muhandislik va ko‘pgina boshga sohalarda amaliy ahamiyatga ega ekanligi
aniglangandan keyin ularni o‘rganishga bo‘lgan gizigish izlanuvchilar orasida keng
targalib bormogda. Masalan, kasr tartibli tenglamalar uchun manba yoki chegaraviy
funksiyani topish masalalari zarralar targalishi (virus tarqalishi) jarayonlarini
o‘rganishda muhim amaliy ahamiyatga ega.

Kalit so‘zlar: Kasr tartibli integrallar, matematik analiz, Riman integrali,
grafiklar, kasr integro — differensial hisob, tolali polimerlar, deformatsiya.

ABSTRACT

After it was determined that differential equations with fractional order are of
practical importance in physics, biology, mechanics, engineering and many other
fields, the interest in studying them is spreading widely among researchers. For
example, the problems of finding the source or boundary function for fractional
equations are of great practical importance in the study of particle diffusion (virus
diffusion) processes.

Keywords: fractional integrals, mathematical analysis, Riemann integral, graphs,
fractional integro — differential calculus, fibrous polymers, deformation.

KIRISH

So‘nggi yillarda ko‘pgina hayotiy jarayonlarning matematik modelini tuzib, uni
matematik usullar bilan yechish matematiklar ichida keng targaldi. Bu jarayonlar
meditsina va texnikalar rivojlanishi bilan uzviy bog‘liqdir. Kasr tartibli integral va
hosilalarning fizika, biologiya, meditsina va texnika sohalariga tadbiqi juda ko‘p
bo‘lib, u bu sohalarning rivojlanishida muhim ahamiyatga ega. Shu sababli so‘nggi
yillarda matematiklar orasida kasr tartibli hosila gatnashgan differensial va xususiy
hosilali differensial tenglamalarni o‘rganishga bo‘lgan gizigish ortib bormoqda.

Hozirgi kunda kasr tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarni va unga
bog‘lig teskari masalalarni  yechish bilan juda ko‘plab  matematiklar
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shug‘ullanishmoqgda. Bu yo‘nalishda olingan natijalarga misol gilib Sh.O. Alimov,
R.R Ashurov, S.R. Umarov, M. Yamomota, Z. Li, A. Ashyaraliyev, B. Turmetov, Y.
Zhang, H.T. Nguyn, A.V. Pskhu, A.S.Malik, E. Karimov va hokazolarning ishlarini
aytish mumkin.

Mittag — Liffler funksiyasi va uni hisoblash usullari.

Zk

E (2)= kz(;m (zell ,R(a) >0) (2.10)

(2.10) funksiya Mittag — Leffler funksiya deb ataladi.

Bu funksiya Mittag — Leffler tomonidan Kkiritilgan va uning nomi bilan
nomlanadi. Bu funksiya kasr tartibli hosila va integrallarni hisoblashlarda
foydalaniladi. Bu funksiyaning bir nechta xossalarini ko‘rib chigamiz.

Umumlashgan Mittag - Leffler funksiyalari. Umumlashgan Mittag — Leffler
funksiyalari kasr tartibli hosilali chiziqli differensial tenglamalarini yechimini
ifodalashda kerak bo‘ladi.

Bir paramertli Mittag — Leffler funksiyasi quyidagi tenglik bilan aniglanadi:

o0 Zk

Ea(z) = Z

ST (ak +1)

Ikki paramertli Mittag — Leffler funksiyasi quyidagi tenglik bilan aniglanadi:
Aytaylik, a >0 va g ixtiyoriy kompleks son bo‘lsin. E, ,(z) orqali biz ikkita

parametrli Mittag - Leffler funksiyasini belgilaymiz

k
VA
=S - (2.11)
Sap(2) = kzal“(ak+,8)
Agar S =1 bolsa, biz bir parametrli Mittag-Leffler funksiyasiga ega bo‘lamiz:
Sk
=E_(z).

Keyinchallk blzga yetarlicha katta manfiy argumentga ega Mittag-Leffler
funksiyasining asimptotik bahosi kerak bo‘ladi. Bu asimptotik bahosi quyidagi
ko‘rinishga ega.

C

E ) K—, t>0, 2.12
B s 0K (2.12)
bu yerda £ ixtiyoriy kompleks son. Bu baho asosan quyidagi asimptotik bahodan
kelib chigadi.
t1 P
E, 5(-t)=———+0(™). (2.13)
7 T(p-a)
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IKki parametrli Mittag-Leffler funksiyasi E, ,(-t) uchun (2.12) ga garaganda

yaxshiroq baho olish mumkin. Hagigatan ham, quyidagi asimptotik bahodan
foydalanib.
t
E, (-t)=-
07 )
vabu E, ,(t) haqigiy giymatli analitik funksiya bo‘lsa, biz quyidagi tengsizlikni

-2
+0O(t7%), (2.14)

olishimiz mumkin:
C
E, (1)< :
IEuaCOE
Bundan tashgari, A musbat son va 0<e&<1 uchun quyidagi bahodan
foydalanamiz:

t>0. (2.15)

a-1
It e, (-t%)|< Ct—z <cat el >0, (2.16)
’ 1+ (At%)

buni tekshirish oson. Hagigatan ham, t*1 <1 bo‘lsa, u holda t < 7Y% va
a1 = pa-eppea-l o ge-lisa-l

Agar t*2>1 bo‘lsa, u holda 2™ <t* va

1720l = gle g-lsp-a-l o ge-lisa-l

bo‘ladi.

1 - tasdiq. Aytaylik, 0 <« <1 bo‘lsin. U holda

E,(x)>0, diEa(x)>0, xeR. (2.17)
X

Isbot. X>0 bo‘lgani uchun (2.17) baho (1.12) ta’rifdan kelib chigadi.
X<0 lar uchun Mittag-Leffler funksiyasining integral ko‘rinishidan
foydalanamiz

sinarz ¢ g t®
E,(X)= [ —t%dt > 0.
ol+2t% cosar +t°*
U holda
d et

t**1dt > 0.

- sinar
—E, (%) =[ x|
dx “ an £1+ 2t° cosam +t**

1.1 - tasdigdan foydalanib, (2.17) baho va E,(0)=1 tenglikka asosan biz
quyidagiga ega bo‘lamiz.

1.2 - tasdig. Argumentning manfiy giymatlarida E_(-x) Mittag-Leffler
funksiyasi barcha 0<ea <1 lar uchun monoton kamayuvchi funksiya va quyidagi
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi:
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O0<E,(—x)<1. (2.18)

1.3 - tasdiq. Aytaylik, & >0 va 4 >0 bo‘Isin. U holda barcha t >0 lar uchun
quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi:

}ﬂa_lEa,a(—M“)dﬂ = %(1— E, (=4t%)). (2.19)
0

Isbot. Birinchidan, Mittag-Leffler funksiyasining hosilasini hisoblaymiz
d n(-At%)"?1 (k +1)(-At*)

—E, (-At%) = —aAt* ™ ait®

dt o )= Z 1 I'a n+1) Z T(a(k+1)+1)
Agar I'(n+1) =nI’(n) ekanllgldan foydalansak,

d (=2t

—E,(-At") = Aty 7

dt kZoF (Pk +p)

tenglikni hosil gilamiz. E’tibor bering, bu yerda gator R da hadma - had
differensiallanadi.

=—APTE, L (-At”)

Quyidagi

t a-1 o 1 d

(" Epa(=2n Jdn === B, (~An"“)dn,
0 o Umn

tenglikdan foydalanib, biz kerakli natijaga erishamiz.
4 - tasdig. Aytaylik 0<a <1 va A4 >0 bo‘lsin. U holda

%[taEa,aﬁl(_ﬂ‘ta)] >0, t>0,

ya’ni t“E, ,.,(—At*) funksiya t >0 da gat’iy o‘suvchi bo‘ladi.
Isbot. (2.11) va hadma-had integrallashdan foydalanib, quyidagini hosil gilamiz:

t
[n?7'E, ,(-AnP)dn =t E, 1 (-At), (2.20)
0
yoki 3 — tasdiqga ko‘ra,
1
tE, 4 (A%) = Z(l_ E,(-At))

bo‘ladi. 2 - tasdigni go‘llab aytilgan natijani olamiz.

5 - tasdig. Aytaylik, 0<a <1 va 4 >0 bo‘lsin. U holda barcha musbat t lar
uchun

JIEH " E, o (7)) = E, (-At%) (2.21)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. Kasr tartibli integralning ta’rifidan biz quyidagiga ega bo‘lamiz:
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1 j-ga_lEa,a (_lga)

a-1lpoa-1 _ 1Y) — dé =
R A =g a—fw ¢
1 i (_Z)J té:a—l—i-aj d Z ( i)Jta J‘ g~ 1+aj(1 S) % ds.

TT@-a) ST(aj+a)y - &)~ r(1 o) ST(aj+a)y

Boshga tomondan, Eylerning B(a,b) beta funksiyasining ta’rifi va (2.9) xossasidan
INa+aj)ll-a)

I'aj+1) '
Oxirgi tenglikka integralning o‘rniga qo‘yib va E_,(z) Mittag-Leffler

funksiyasining ta’rifidan tasdigning isboti kelib chigadi.
Ba’zi ikki paramertli Mittag — Leffler funksiyalarini hisoblashda olingan

Bla+ajl-a)= js“ Laj(1_g)%ds =

natijalar:
Masalan:
o Sk ok
E =y ==
11(2) = kzi)l“(k g Kl
k k+1 k+1
& z 1& z 1& z
E.(2)= > :_Z =7
kol(k+2) zp(k+1)! zk 0(k+1)I
n
i3 1, 1 -1
= — _ ———_—e e —
znz_:ln' znzon' z z z
k k+2 z
< z 1 & 2 e"-1-z
E = = — = ,
13(2) gor(ms) z2,§0(k+2)' 22
o K
E =>» ———=E_(z
a,l(z) |(§OF(OZK+1) a()
1) E, , (t)= integralni hisoblang.
2'2
t k
Illé)dﬁf ZI 1 1d§=
0 22 k= 0OF( k + )

t

© 1 t 0 1 k
e L :

il T Srdedket
0 1 tk+l 0 tkt
-3 { } o _
=0 ( k+ f)k+1 =0 ( k+ Xk+D
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k
te ot t
== —5 = =5E1 30
2iortesdy 2 53
2 2

t
2)[5”‘1 -E,,(£%)d & = integralni hisoblang.

0 ga’k

-1 -1 —
Ié“ By u(§9)dE = Ié” komdé

0

O égak+lu t

ak+ —l _
kZOF(ak+y)I§ “dE = Z )| d&=

i tak+,u 0 (tO.’)

ol (a k+y) ak+u’|,

=t#

=t*E t*

j EFE, (E)AE=E, 4 (tY) (2.12)
0

(2.12) formuladan xususiy hosilali differensial tenglamalarni yechishda
foydalaniladi.
t 1 1
Masalan: sz E, 5(£2)d& = integralni hisoblang.
0 22

Yugqoridagi (2.12) formuladan foydalanamiz:
1 1 3 1

Ifz E; 5(62)dE =12, 5(£2),

2'2 22
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