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FUNKCIANIN SHARCIZ EKSTREMUMIN TABIWDA
KVAZINYUTONLIQ USILLARDAN FAYDALAQNIW

J.P. Allanazarov
Ajiniyaz atindagi NMPI

ANNOTACIYA
Magqalada kvazinyuton usili menen funkcianin shartsiz ekstremumin tabiwga
misal korsetilgen hdm bul usildin Niyuton usilina salistirganda abzalliglar1 amelde
smalgan.

ANNOTATSIYA
Magolada kvazinyuton usuli bilan funkcianing shartsiz ekstremumini topishga
misol yoritilgan va bu usulding Niyuton usuliga solishtirganda afzalliklari amalda
sinalgan.

AHHOTAIUA
B crarbe omnucaH mpumep HaxoXKAEHHsI O€3yCIOBHOIO 3KCTpeMyma (yHKIUU

MCTOAOM KBA3WMHBIOTOHA, a TAKIKC IIPOBCPCHBI HA IIPAKTHUKE IIPCHMYIICCTBA 3TOI'O
MCTOJa 110 CPABHCHUIO C MCTOJ0OM HrroTona.

ABSTRACT
The article describes an example of finding the unconditional extremum of a
function by the quasi-Newton method, and also tested in practice the advantages of this
method in comparison with the Newton method.

Nyuton usilinin’ kemshiliklerinen qutiliw ushin iteraCiyaliq processtin’ barisinda
Gesse matricasin ha’m og‘an keri matrican1 jasaw talap etilmeytug‘mn, al olardi
juwiqlastiniw iske asirilatug‘mn, onin’ bir neshe o‘zgertilgen tu’rleri islenip shig‘ilg‘an.
Bul iteraciyaliq processtin’ ha’r bir adiminda orinlanatug‘in arifmetikaliq a’mellerdin’
sanin a’dewir azaytiwg‘a mwmkinshilik beredi. Sha’rciz ekstremum ma’selelerin
sheshiwdin’ bunday usillar1 kvazinyutonliq yamasa o‘zgermeli o‘Ishemler usillar1 dep
ataladi. Belgili kvazinyuton usillarinin’ ko‘pshiligi, f(x) funkciyas: Nyuton usilinda
ko‘rsetilgen ga’siyetlerge iye bolg‘anda, siziglidan joqari tezlik penen lokal jiynaql
bolatug‘mi da’lillengen [1,2,3,4].

Endi kvazinyuton usillarinin’ esaplaw algoritmleri menen tanisamiz.
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Meyli f(x) eki ret u’zliksiz differenciallanatug‘in funkciya bolsin. Sonda mina
iteraciyaliq usild1 qaraymiz:
x(k+1) — x(k) +akh(k), h(k) — _kaf(x(k)) ( 1)

Bundag‘t H, matricasmn, ol bazi bir ma’niste (f"(x*))" matricasin

)

ten’liginde "(x*MYy aynimag‘an matrica dep uyg‘arip, [x* —x**
g y g p uyg-arip,

juwiqlastirg‘anday etip saylap alamiz. Bunin’ ushin
fl(x(k) ) _ fl(x(k+l)) — fﬂ(x(k-H) )(x(k) _ x*) + O(”x(k) _ x(k+l)

shamasi

menen salistirg‘anda a’dewir joqari ta’rtipli kishi ag‘zalarga shekemgi da’llik penen
(f,'(x(k+l)))_l (f!(x(k+l)) _ f!(x(k) )) ~ x(k+1) _ x(k) ( 2)
juwiq ten’ligin jaziwg‘a boladi. Egerde bunda
1
()= (Ax,x)+ (b,) (3)

ko‘rinisindegi kvadratliq funkciya ha’m 4 -simmetriyali on’ aniqlang‘an matrica
bolsa, onda f'(x)= Ax+b, f"(x)= 4 boladi. Bul jag‘dayda (2) juwiq ten’ligi mina da’l

ten’ligine aylanadi:
(fll(x(k+l) ))_1 Ay(k) — Ax(k)

k) _ LG _ (B ®) _ pro kD) _ oo (R)
Ax x xV, Ay ST = 1)

Sonligtan (f ”(x(")))f1 matricasin juwiqlastiriwshi #, , matricasi ushin

Hyy AyY =Ax® (4)

sha’rtinin’ ormlaniwin talap etiw ta’biyg‘ty na’rse boladi. Bul sha’rt
kvazinyutonliq sha’rt dep ataladi. Ol (f”)" matricasin juwiqlastitwdin’ ko‘plegen
usillarmin’  tiykarinda jatadi. Ha’r bir adiminda (3) kvazinyutonliq sha’rtleri
ormlanatug‘in, sha’rciz ekstremum ma’selelerin sheshiw usillar1 da kvazinyutonliq
usillar dep ataladi.

Meyli iteraciyaliq usildin’ bir adiminan ekinshisine o‘tkende (f”)" matricasin
juwiqlastiratug ‘in matrica

H,,=H,+AH, (5)

formulas1 menen aniqlanatug‘in bolsin. Bundag‘t qosimsha AH, matricasin (4)-

sharti orinlang‘anday etip saylap aladi. Bunin’ ushin (4)-ni to‘mendegi ko‘riniste

jazadi:
AH, Ay® =Ax" -H_ Ay®
Bul ten’likti

1

AL = 5 < )2 (6)
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formulas1 menen aniglang‘an, rangi 1 ge ten’ matrica qanaatlandiradi. Bunda
Z(k),(z(k),Ay(k))¢O sha’rtin qanaatlandiratug‘in, qa’legen vektor. Bul jerde ha’m

aragraftin’ aqirina shekem v = (u,,u,,...u ), v=(,,v,,...,v ) vektorlari ushin
1 2 m 1 2 n

UV, UV, .. Uy,
UV, Uy, e ULV
u-v= 271 272 2°n
UpVy UpVy, o UV,

belgilewi paydalaniladi.
Sonda z® =Ax" - H Ay" dep alip ha’m (6) da (Ax* — H,Ay®,Av*®) =0 dep
uyg‘arip, (5) ni to‘mendegishe jaziwg‘a boladi:
(Ax(k) —HkAy“")~(Ax“" —HkAy(k))

(Ax(k) —HkAy(k),Ay(k)) ( 7)
Ko‘binese, (3) sha’rtin ganaatlandiratug‘in mina formulalardan da paydalanadi:
AP AP H, (Ay‘k) Ay ® )Hk

Hk+l :Hk +

H,=H,+ (Ax(k)’Ay(k))_ (HkAy(k),Ay(k)) > ( 8)
H Ay(k),Ay(k) A)C(k) _Ax(k)

H,, =H, +[1+ ( (gx(k) Ay(k)) )} (Ax(k) Ay(k))_ ( )

s H 9

(Ax(") ~Ay(k))Hk H, (Ay(k) ~Ax(k))
B (Ax(k),Ay(k)) B (Ax(k),Ay(k))
Bul (7), (8), (9) formulalarinan paydalang‘anda baslang‘ish #H, matricasi

esabinda qa’legen on’ aniglang‘an simmetriyali matrican1 aliwg‘a bolad. Is ju’zinde
H, matricasi esabinda ko‘binese birlik matricani aladi.

Kvazinyutonliq usillarda adimnin’ uzinlig‘1 ko‘pshilik jag‘daylarda, berilgen
to‘men tu’siw bag‘itinin’ u’stinde
FOX) + @ h™) =min f(x® +ah®)) (10)

ma’selesinin’ sheshimi esabinda aniglanadi. Ayirim jag‘daylardi  adimnin’
uzinhg‘in saylap aliwdin’ basqa usillarinan da paydalanadi. Ma’selen, Nyuton
usilindag‘1 siyagqlt «, =1 dep aladi yamasa «, nin’ ma’nisi adimdi maydalaw arqali
aniglanadi ((4.6) formulasina garan’).

Dara jag‘dayda (3) kvadrathiq funkciyasi ushin (1), (7)-(9),(10) u’sh usili da
qa’legen x” e E” baslang‘ish juwiqlasiwinan birdey x,x,..,x" noqatlar izbe-

izligine alip keledi. Somn” menen birge, m, =(/""))' =4, xo —x = _A*b = argmin f (%)

ten’likleri ormnlanadi, yag‘niy kvazinyutonliq usillar  kvadrathq funkciyanin’
minimumin » adimda tabiwg‘a mu’mkinshilik beredi.

Kvadratliq emes funkciyalar ushin bunday jag‘daylar duris bola bermeydi.
Biraqta, baz1 bir uyg‘ariwlarda £ — « ke umtilg‘anda
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H, -/ 50, x® -

umtilatug‘min ha’m jiynaqliliq tezligi siziglidan joqgar1 bolatug‘inin ko‘rsetiwge
bolad1 [12,21,23]. Ma’selen, egerde f(x) E" ken’isliginde eki ret u’zliksiz
differenciallanatug‘in, qatan’ oyis funkciya bolsa, onda ga’legen x'” € E” baslang‘ish
juwiqlasiwinda (1), (8), (10) formulalart menen aniglang‘an {x*’} noqatlar izbe-izligi
x" minimum noqgatina jiynaqli boladi. Al, egerde f(x)<f(x”) ten’sizligin
qanaatlandiratug‘in barliq x lar ushin

/() o f()

‘Gxiaxj Ox,0x; ‘

SMHx—x*

, Lj=L2,...,n

ten’sizlikleri orinli bolsa, onda {x“’} noqatlar izbe-izligi x* noqatina siziglidan
joqart tezlik penen jiynaqli boladi [12,21,23].

Kvazinyutonliq usillardin’ o‘zgermeli o‘Ishemler usili dep te ataliwinin’ ma’nisi
minada. Qa’legen simmetriyali ha’m on’ aniqlang‘an H, matricast (u,v), = (H,u,v)
skalyar ko‘beymesin ha’m onin> menen baylanisqgan o‘lshemdi  amiglaydi.
Haqiyqatinda da, rx® +ax®)- s(x*) 0°siminin’ s1ziqli u’lesi

(@), ax®) = (7,1, f1(x®),A0® )= (#27," £1(x @), ax®),  ko‘tinisine iye bolad1. Sonliqtan,
H'f'(x*®) vektorin (,), skalyar ko‘beymeli ken’isliktin® x® nogatindag‘t f(x)
funkciyasinin’ gradienti dep esaplawg‘a boladi. Solay etip, (1) usili gradientlik usildin’
o‘zgermeli o‘lshemli ken’islik ushin uliwmalastiriliw1 bolada.

Kvazinyutonliq usillar sha’rciz optimizaciyalaw ma’selelerin sheshiwdin’
na’tiyjeli usillar1 boladi. Olar jetkilikli jogar jiynaqliliq tezligine iye bolip, esaplaw
algoritmlerin iske asirg‘anda funkciyanin’ ekinshi ta’rtipli dara tuwindilarinan
du’zilgen Gesse matricasin ha’m og‘an keri matrican1 aniglaw siyaqli u’lken
ko‘lemdegi esaplaw jumislarin ormmlawdi talap etetug‘in quramali ma’seleler
sheshilmeydi. Biraqta bul usillar minaday kemshilikke iye: ken’isliktin® o‘lshemi »
u’lken bolg‘anda iteraciyaliq processtin’ ha’r bir adiminda H, matricalarin esaplaw

ha’m saqlaw EEM nin’ yadinin’ ko‘lemine joqari talaplar qoyadi.

Misal. To‘mendegi kvadratliq funkciyanin® minimum nogatin kvazinyutonliq
usil menen tabin’:

f(x,,x,)=4x) +3x; —4x,x, + X,

Sheshiliwi. Bul misal 7- § ta Nyuton usili menen sheshilgen edi. Ma’selenin’
sheshimine x© :(0,0), baslang‘ish juwiglasiwin alip, kvazinyutonliq usildi qollaniw
ushin to‘mendegi esaplawlardi orinlaymiz:

L) =Bx, —4x, +1; 6x, —4x, ) S'xO)=(10), f(x)=£(0,0)=0

1-adimu. a) W=4U%=#W@ﬂiw;W;WWJW%{?”F}fﬂ
0 0 "
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P, (@) =4(-a)’ +(-a)=4a’ ~a,
0, (@)=8a—1=0, a=a,=1/8
¥ =(-1/8, 0);

£ =0, 172

b) k=1 bolganda ,, _,; .\ 4 {(1) ﬂ=E birlik matrica;

V) AH, ha’m H, matricalarin aniglaw ushin (8) formulasinan paydalanamiz.
Bunin’ ushin da’slep to‘mendegi shamalardi esaplaymiz:

o oo (Y8 (0)_(-18) g
Ax()—x()—x()—[ . j [0]_( 0 J_( 1/8, 0),

0 1 —1 '

A0 = £ - 16 = (1 /ZHOJ - (1 /ZJ - (1172
1/64 0 1 -2
), 0) — . ), 0) — .
AT A [ 0 0}’ Ay [—1/2 4 }

A9 Ax©  T1/64 0] [1/8 0
Ax©, Ay ©® )=1/8; =8 =
( )= (Ax@,A0@) 1 0 0] |0 0

Hoay© = (-1, 172), (H,a0®, Ay©)=5/4;

o oy L O] =y2] [ o] [ 1 -y2]
Ho(Ay()'Ay())Ho_[O 1]|:_1/2 1/4]|:0 1}_|:—1/2 1/4}

Hy(Ay""-ayH, 4] 1 =12| | 4/5 =2/5
(H,Ay a0y 5[-1/2 14| |=2/5 15

o[V 0] [ys 0] [4/s ~2s]_[13/40 2/s
oot o o |-2/5 15| | 2/5 45
g) H, matricasinin’ duris tabilg‘anlig‘ma iseniw ushin (4) kvazinyutonliq
sha’rtinin’ orinlaniwin ko‘remiz:

H oy = [13/40 2/5}[—1' _ [— 1/8}

25 45]12) | o

>

i

Demek, 7 a© - axo - (s, of, Yag‘n1y kvazinyutonliq sha’rti orinland.
2-adimu. ) HPa0) = [13/40 2/5}{ 0 }:{1/5};

| 2/5  4/5]12] |2/5
0 e en-{ 1) ()

11 Y 2 Y 11 2 11
o @=f~1-ta|-1)rd-2a[-2)-{ Lo a)-t-tr L
8 5 5 5 5 20 25 5 5 25

24 1 16 1 8a+24a—16a 1 16 1 16 1
a-—=——"-—=—q

257 5 25 5 25 5 25 5 25 5
a=a =56, xP-—+ L5 1 1__3 o _25__1
8 516 8 16 16 516 8

X = (CH16,-18) s S =332, ()= £(-3/16,-1/8)= 0.0y
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Demek, - —(316,-18) vektor: berilgen ma’selenin’ sheshimi boladi. Berilgen
funkciya kvadratliq funkciya bolg‘anliqtan ha’m esaplawlar ga’tesiz orinlang‘anligtan
ma’selenin’ da’l sheshimi kvazinyutonliq usildin’ ekinshi adiminda aq tabildu.

Kvazinyutonliq wusillardi qollamwg‘a baylanisli, olardin® minaday jagsi
ga’siyetin ayrigsha atap o‘temiz: £ nin’ o‘siwi menen H, matricas1 Gessenin’ J~'(x*)
keri matricasina umtiladi. Ma’selen, joqaridag‘1t misal jag‘dayinda

S8 4], _[3e s

{—4 6 } _[1/8 1/4}

boladi. Endi (8) formulasinan paydalanip, /7, matricsin esaplaymiz:

) Ax0 =y = (=116, -1y8),

a0 = 6= 16N =0, 0) -0, 12) = (0, -172);

b) , _{13/40 2/5}{1/16 1/8}_{1/5 2/5}_{3/16 1/8}

L2545 Y8 4] [2/5 45 |8 1/4f
V) i (1):{31//186 :;iH—?/z}{__11//186}:(—1/16, yg), Ha" = a0 = (116, -]

yag‘niy kvazinyutonliq sha’rti orinlandi. Demek, &, matricas: duris tabilg‘an.
Solay etip, bul esaplawlardan £, =" bolatug‘mi kelip shig‘adi.
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