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ANNOTATSIYA

Ushbu magolda funksional tenglamalar yechishning muhim xossalari nazariy
o ‘rganish hamda ular asosida uning yechish usullari gisgacha tushuntirib o ‘tilgan.
Magolaning mazmun funksional tenglamalarni soda usullardan foydalanib yechishdan
iborat. Magolaning asosiy magsadi funksional tenglamalarni turli usullarda yechish
asosida uning muhim nazariy xossalarini o ‘rganishdan iborat.

Kalit sozlar. Funksional, tenglama, to‘plam, o ‘Zzgruvchi, kesma, chegara,
uzluksiz, ekvivalent.

AHHOTAIIUA

B omoii cmamve kpamko 00BACHAIOMCA OCHOBHblE CBOUCMEA peuleHUs]
@DYHKYUOHAILHBIX YPABHEHULL KAK meopemuiecKoe Ucciedosanue, maxk u Memoowl e2o
pewenusi Ha ux ocHose. Coldepoicanue cmamvli 3aKIOYAEMC 6 peuleHuU
@DYHKYUOHAILHBIX YPABHEHUL C NOMOWDBIO CO008bIX Memo0o8. (OcHO8HAs yeb
CMamvbUu-u3yueHue BaAMNCHbIX MeoPemuyeckKux C8olUcmea QYHKYUOHATbHBIX VPAGHEHU
HA OCHOBe UX peuleHus: pa3IudHbLMU CNOCOOAMU.

Knwuesvie cnosa. PyukyuonanvHvil, YpasHeHue, MHONCECBO, NepeMeHHasl,
nepeceuenue, npeoei, Henpepol8Hblil, IKEUBANEHMHBL.

ANNOTATION

This article briefly explains the basic properties of solving functional equations
as a theoretical study and methods of solving it based on them. The content of the
article is to solve functional equations using soda methods. The main purpose of the
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article is to study important theoretical properties of functional equations based on
their solution in various ways.
Keywords. Functional, equation, set, variable, intersection, limit, continuous,
equivalent.
Funksiyalardan tashkil topgan to‘plamga funksional to‘plam deyiladi. [a,b]

kesmada aniglangan barcha uzluksiz funksiyalar to‘plami, [a,b] kesmada aniglangan

barcha chegaralangan funksiyalar to‘plami funksional to‘plamlarga misol bo‘la oladi.
Agar funksional to‘plamda berilgan tenglamada noma’lum funksiyadan iborat bo‘lsa
bu tenglamaga funksional tenglama deyiladi.

Quyidagi tenglamalar funksional tenglamalarga eng sodda misollar bo‘la oladi:

f(x) = f(-x)— Juftlik tenglamasi;
f (x+T) = f(x)— davriylik tenglamasi;

f(x+y) = f(x)+ f(y)—additivlik tenglamasi va boshqalar.

Agar biror f() funksiya o‘z aniglanish sohasining barcha giymatlarida
funksional tenglamani ganoatlantirsa, u holda f() funksiya berilgan funksional
tenglamaning  yechimi  deyiladi.  Masalan, f (x) = ax?, f (x) = sin 27x,
f(x) =ax, ae R funksiyalar mos ravishda yuqoridagi funksional tenglamalarning
xususiy yechimlarini tashkil etadi. Bunga berilgan funksiyani mos funksional
tenglamada o°rniga go‘yish orgali ishonch hosil gilish mumkin.

Funksional tenglamani yechish— avvalo bu tenglama yechimga ega yoki ega
emasligini aniglash, agar ega bo‘lsa uni topish demakdir.

Yechimni izlash jarayoni go‘yilgan masalaga hamda izlanayotgan funksiya
ganoatlantirishi kerak bo‘lgan chegaraviy shartlarga (monotonlik, uzluksizlik,
differensiallanuvchanlik va hokazo) garab aniglanadi. Masalan,

fix+y)=1(x)+f(y)

tenglamada izlanayotgan funksiya uzluksiz bo‘lishi talab qilinsa (ya’ni, tenglama

uzluksiz funksiyalar to‘plamida berilgan bo‘lsa), u holda berilgan tenglama f (x) = ax
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yagona yechimga ega, agar uzluksizlik sharti talab gilinmasa, u holda bu tenglamani
ganoatlantiruvchi uzulishga ega funksiya ham topiladi.

Shuni alohida ta’kidlab o‘tish joizki, funksiyaning ko‘plab xossalarini u
ganoatlantiradigan tenglamani o‘rganish orgali aniglanash mumekin.

Demak, noma’lum sonlar o‘rnida noma’lum funksiyalar gatnashgan tenglamalar
funksional tenglamalar deyilar ekan. Ma’lum shartni qanoatlantirishini bilgan holda
noma’lum funksiyani qanday topish mumkinligini tekshirishga harakat qilamiz.

Bir o‘zgaruvchili funksional tenglamalar odatda osongina yechiladi. Funksional
tenglamalarni yechishning aniq metodlari bo‘lmasada ayrim tiplari bor.

O'zgaruvchilarni almashtirish. Bu funksional tenglamalarni yechishning
eng umumiy yo‘llaridan biri. Bu usulni go‘llaganda bir o‘zgaruvchini boshgasi bilan
almashtiramiz (dastlabki o°zgaruvchining aniqlanish sohasi ikkinchisiga ta’sir
gilmasligi kerak), yangi funksional tenglama hosil bo‘ladi. Ba’zan bu noma’lum
funksiyani topishni osonlashtiradi.

1 — misol. Agar f(x +7) = x? — 5x + 2 bo‘lsa, f(x) ni toping.

Yechish. t = x + 7 belgilash kiritamiz, u holda x =t — 7. Buni berilgan
tenglamaga go‘ysak,

fO=(—-7)?+5{t—-7)+2=1t*>—9t + 16.

Shunday gilib, f(x) = x? — 9x + 16.

Javob: f(x) = x* — 9x + 16.

x+1 x?

2 —misol. Agar f(T) =

24 % bo‘lsa, f(x) ni toping.

X

Yechish. t === belgilash Kiritib , bundan x = — ni topamiz. Berilgan

tenglama o‘rniga gqo‘ysak,
2

1
1 1 (t —1)2
(t—l) t—1
=14+ (t—-1)2+t—-1=t>—t+1.
Bundan f(x) = x* —x + 1.

f&) =
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Javob: f(x) = x? —x + 1.

3 — misol. Agar (Inx) = x>+ x + 1, x > 0 bo‘lsa, f(x) ni toping.

Yechish.t = Inx belgilash kiritsak, x = et bo‘ladi. Berilgan tenglamaga o‘rniga
go‘ysak,

f(t)=(eH?+et +1.Bundan f(x) = e?* + e* + 1.

Umuman olganda, f(g(x)) = h(x) va g(x) teskari funksiyaga ega bo‘lsa, u
holda x ni g~1(x) bilan almashtirib f(x) = h(g~1(x)) ga ega bo‘lamiz.

Javob: f(x) = h(g™" (x))

Tenglamani yechish.  Tenglamalarni  o‘zgaruvchilarni  almashtirib
yechishdan so‘ng, ba’zan bir vaqtda yechiladigan tenglamalarga kelamiz. Bu
tenglamalarni  yechib biz noma’lum funksiyani topamiz. Noma’lum funksiyani

o‘zgaruvchi deb olib odatdagi tenglamalarda, ularni yechamiz.

fx)  4+x?
3+f(x)  x2

Yechish. Bu x?f(x) = (4 + x*)(f(x)) ga ekvivalent. Uni soddalashtirib,

4 — misol. Agar bo‘lsa, f(x) ni toping.

quyidagiga ega bo‘lamiz:
x2f(x) =34 +x*)+ (4 +x)f (%)
—4f(x) = 3(4 + x?)
2
Foo = - 2022

3(4 + x?)
4
Aniqlanmagan koef fitsiyentlar usuli. Noma’lum funksiya bir nechta

Javob: f(x) = —

shartlarni ganoatlantirishini bilsak, bu kvadrat yoki kubik funksiya deymiz, darhol
o‘zgaruvchilarni aniqlay olamiz (ya’ni f(x) kvadrat ko‘phad bo‘lsa, f(x) = ax? +
bx + c bo‘ladi) va o‘shalarga nisbatan yechamiz.

5 —misol. Agar f(x) funksiya f(x+1)—f(x)=8x+3 shartni
ganoatlantiruvchi kvadrat funksiya va f(0) = 5 bo‘lsa, f(x) ni toping.

Yechish. f(x) = ax? + bx + ¢ ekanligini hisobga olsak, u holda

a(x+1)?+b(x+1)+c—ax?—bx —c=8x+3.
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Soddalashtirsak, 2ax +a+ b =8x + 3.

Bu tenglamani yechib, a + 4 va b = —1 ga ega bo‘lamiz.
x = 0 nigo‘yib, ¢ = 5 ni topamiz.

Shuning uchun f(x) = 4x? — x + 5 bo‘ladi

Javob: f(x) = 4x* —x+5

Ko‘p o‘zgaruvchili funksional tenglamalar

Bittadan ortiq o‘zgaruvchili funksional tenglamalar uchun ham yugorida
keltirilgan usullarni qo‘llash mumkin. Biz bir nechta xususiy usullar bilan
almashtirishga harakat gilamiz, berilgan shartga x =y = 0 ni qo‘shib bir nechta
natijalar olishimiz mumkin. Bu ishlarni so‘zda ifodalash giyin, shuning uchun har xil
misollarda go‘llab ko‘rishga harakat gilamiz.

2.1 —misol. Agar f: Q —» Q quyidagilarni ganoatlantirsa:

Lf() =2

2. barchax,y € Quchun, f(xy) =f(x)f(y) —f(x+y)+ 1, f(x) nitoping.

Yechish. y = 1 ni Kiritib, quyidagiga ega bo‘lamiz:
fO)=ff(D) - fx+D+1=2fx)-f(x+1)+1
fx+1)=f(x)+1.

Birinchi shartni va matematik induksiyani go‘llab, barcha butun x lar uchun

f(x) = x+ 1 gaegabo‘lamiz.

Har ganday ratsional son x = % bu yerda m,n butunsonvan # 0. x =

313

Y =
n ni kiritsak, u holda

f(m) = f(%)(n +1)— f(% +n)4+1 boladi. f(x+1)=f(x)+1 dan
boshlab Vx € Q uchun f(%+n) =f(%) +n ga ega bo‘lamiz. Buni berilgan
tenglamaga qo‘llasak m+1 = f(%)(n +1) - f(%) —n+1 ga ega bo‘lamiz.
Shunday gilib f(%) = % + 1 bo‘ladi.

Javob: f(x) =x+1
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Eslatma. Ko‘rinib turibdiki, bunday hollarda funksional tenglama xususiy
hollarda yechiladi (x € Z bo‘lganda f(x) ni topdik), keyin umumiyroq hollar uchun
yechiladi (x € Q bo‘lganda f (x) ni topdik). f: R — R uchun shunga o‘xshash metodni

go‘llash mumkin. Birinchi, x € Z bo‘lganda f(x) topiladi. Keyin x = %almashtirish

bajarib x € Q uchun f(x) topiladi. Oxirida, x € R ratsional sonlar to‘plami bilan birga
f (x) topiladi (fagat uzluksiz funksiyalar uchun). Buni keyinroqg ko‘rib chigamiz.
2.2 —misol. Agar barcha x, y lar uchun
(x=f G +y) = (x +9)f (x = y) = 4xy(x* = y?)
bo‘lsa, f(x) ni toping.
Yechish. Berilgan shart quyidagiga ekvivalent:
fx+y) fx-y)

=4xy = (x +y)* — (x = ¥)?

xX+y xX—y
fx+y) 2 _ 2
ay x Y =T—E—(—y) barcha x, y lar uchun.
f( ) f( )
Shunday gilib, 22 — x2 o‘zgarmas. 22 — x2 = k deb belgilab, f(x) =

= x3 + kx ni hosil gilamiz.

Javob: f(x) = x3 + kx

Eslatma. Bu holda biz simmetrik shartga ega bo‘lamiz. Simmetriyani qo‘llab,
funksional tenglamada bitta o‘zgaruvchi kattalikni kamaytiramiz. Bu simmetrik
funksional tenglamalar uchun foydali.

2.3 —misol. Barchax,y € Ruchun f:R - R
f(x?+ f(y)) =y + xf (x) shartni ganoatlantirsa, f(x) ni toping.
Yechish. x = 0 ni kiritsak, u holda f(f(y)) = y bo‘ladi. Bundan
WFy+2f@) = £ (f(x2+ ) = 2> + fB)
ga ega bo‘lamiz.
Endi x ni f(x) bilan almashtirsak, f(y + (f(x)f(f(x))) = (f(x))2 + f(y)
bo‘ladi. f(f(y)) = y ni eslasak, so‘ng

@) fO+xf @) = ()" +FO).
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(1) va (2) ni taggoslab, quyidagiga ega bo‘lamiz:
B)(f(x)? = x?
Berilgan tenglamada y ni £ (y) bilan almashtirib, f(x? +y) = f(y) + xf(x) ga

ega bo‘lamiz. Ikkala tomonni kvadratga oshirib, quyidagiga ega bo‘lamiz:

(2 + )% = (fO2 +3)) = FO)? + x2f ()% + 2xf (Of () =
=x*+y% 4+ 2xf () f ().

Bundan, quyidagiga ega bo‘lamiz:

Dxy = fIf ().

(3) gako‘ra, f(x) = x yoki f(x) = —x.

Agar f(x) = x bo‘lsa, (4) ga ko‘ra x € R uchun f(x) = x bo‘ladi.

Agar f(x) = —x bo‘lsa, (4) ga ko‘ra x € R uchun f(x) = —x bo‘ladi.

Shuning uchun f(x) = x yoki f(x) = —x.

Javob: f(x) = x yoki f(x) = —x.

Eslatma. Bu savolda o°zgaruvchini boshga narsalar bilan almashtiramiz
(savolda x ni f(x) bilan almashtirdik). Bu juda qulay usul. Bir gancha umumiy
almashtirishlar o‘z ichiga oladi: x ni f(x) bilan almashtirish; x ni (f(f(x)) bilan
almashtirish; x = 0 almashtirish; x = y = 0 almashtirish; x = 1 almashtirish va
hokazo.

2.4 —misol. Agar f:(1,40) = R uzluksiz, barcha 1 <x,y € R uchun

f(xy) = xf(y) + yf (x) bo‘lsa, £ (x) ni toping.
[ _ 1) | fO)
Xy x y

Yechish. Bu tenglama tenglamaga ekvivalent. Agar biz

gx) = @ deb olsak, u holda tenglama quyidagiga keladi:

g(xy) = g(x) + g(y) qaysiki yugoridagi xulosaning (ii) bandiga ko‘ra (garchi
ular orasiga kichikroq farq bo‘lsa ham). Shunday qilib g(x) = cInx va f(x) =
xg(x) = cx Inx ga ega bo‘ldik.

Javob: g(x) = clnx va f(x) = xg(x) = cx Inx
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